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Vektorautoregressive Prozesse

» Univariate Zeitreihenanalyse: Analyse einzelner Zeitreihen (univariat)
 Klassische Okonometrie: Analyse kausaler Zusammenhange zwischen Variablen

» Vektorautoregressive Modelle (VAR) stellen eine Verbindung zwischen beiden
Herangehensweisen her

=> Simultane Analyse mehrerer Zeitreihen (multivariat)

e Idee:

Der Wert einer Variablen zum Zeitpunkt t ist von den Vergangenheitswerten dieser
Variablen abhangig (siehe univariater AR-Prozess) und zudem von den
Vergangenheitswerten aller weiteren endogenen Variablen des Systems.

=> Aufhebung der arbitraren Unterscheidung zwischen exogenen und endogenen
Variablen (im Gegensatz zur klassischen Okonometrie) o ﬁ
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Vektorautoregressive Prozesse

» Vektorautoregressive Systeme (VAR) konnen als Spezialfall eines vektoriellen
ARIMA-Modells aufgefasst werden

« Auf Basis der Invertierbarkeitsbedingung kann das Modell in ein vektorielles AR(p)-Modell
transformiert werden

* In dieser Darstellung sind folglich keine MA-Terme enthalten
* Vorteil von VAR-Modellen (gegenuber univariaten Modellen):

— Simultane Prognosen flur ein System aus n Variablen moglich
— Analyse von Zusammenhangen zwischen den Variablen eines solchen Systems
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Vektorautoregressive Prozesse

Beispiel: VAR-Modell mit zwei Variablen und der Lag-Lange zwei
(Bivariates VAR(2)-Modell)

Variable 1: Bruttoinlandsprodukt vy,
Variable 2: Geldmenge y,

Darstellung als Einzelgleichungen maoglich:

1 1 2 2
(1) Yie =00 Y11 T oYois T Y10 T Y000 T 61,

1 1 2 2
(2) Yo =1 Y100 T C55Yo11 70 1 Y110 T X 0Y000 65y
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Vektorautoregressive Prozesse

« Kompakt konnen wir schreiben:

1 1 2 2
Yit e, Yit a, O, Yito &1t
—| 1 1| e 2 | E
Yar Qyy Qyy ) \ Yora Qyy Ayy ) \Yor2 €t

* bzw. in Matrixschreibweise:

Yi = Alyt-l T Az Yio T &

mit £ o
Yi = (yl,t’ yz,t)l AJ' = [ 1 ,ZJ

j j
Ay A,
& = (gl,t ’ gZ,t)
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Vektorautoregressive Prozesse

«  Uber das Lag-Polynom kann das System dargestellt werden als:

A(L)'yt = &
mit
1-a — o —a —al
A(L):I_AlL_AZLzz[ 111 211 121 122
—0y — Uy 1-a;, —ay

« Die insgesamt 8 Koeffizienten der Systemmatrizen A, und A, kdnnen mittels OLS in
separaten Regressionen beider Gleichungen geschatzt werden
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Vektorautoregressive Prozesse

Annahmen Utber die Storgro3en

Der Erwartungswert der beiden Storgrofien &; zu jedem Zeitpunkt t betragt:

E (&, )=E(&,)=0 fiir alle t=1,2,...,T
E(¢,) =E (g“ J = (8) =0, in Vektorform
€at

Fur die Kovarianz der beiden Storgrof3en muss gelten
1.) Die Kovarianz der Storgrof3en zu verschiedenen Zeitpunkten betragt Null:
z.B. Beziehung zwischen StorgrolRen, die eine Periode auseinander liegen

&t &1t €111 &1t €911

E(gt '5;-1) =E '(‘91,t-1 ‘92,t-1) =E

&t Ert €1 Ert €r 11

Die Storgrof3en sind in der Zeit nicht autokorreliert !!
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Vektorautoregressive Prozesse

2.) Aber: Es existiert eine kontemporare Varianz-Kovarianz-Matrix () mit Werten ungleich Null

fi= E(gt gt) - E[(gllt }'(5“ gz,t)j = E[gl’t ot €1t €2t j
82,t 6‘2,t -8“ gz,t 'gz,t
o (var(gl) cov(gl,gz)j

cov(e,, &) var(s,)

Eine kontemporare Korrelation zwischen den Storgrof3en verschiedener Variablen ist moglich!
Insgesamt konnen die Beziehungen zwischen den StorgrofRen wie folgt dargestellt werden:

0 sonst

8 ifo

E(8t°€{.j)={Q flr j=0
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Vektorautoregressive Prozesse

Stabilitat von VAR-Systemen

* Fur univariate AR(p)-Prozesse ist die Stabilitatsbedingung erflllt, wenn samtliche Wurzeln
der Gleichung

l-a,z2-a,2°-...—a,2" =0
betragsmaldig grolRer 1 sind bzw. aul3erhalb des Einheitskreises liegen.

2

* Analog erflllt ein VAR(p)-Prozess die Stabilitatsbedingung, wenn alle Losungen fur z, die
die Gleichung
2
det(l,-Az—A,z*-..-A,z°)=0
erfullen, betragsmafig grofRer sind als 1.
« Im Fall eines bivariaten VAR(2)-Modells kann folgende Beziehung aufgestellt werden:

2

=0
1 2

1-atz-a2z
det 11 211
—a21Z —0!212

1 2 52

—alz-alz ]
1 2 52

1-a,,7-a,,z

 Problem: Es mussen hier die Nullstellen eines Polynoms des 4. Grades

bestimmt werden m
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Vektorautoregressive Prozesse

Stabilitat von VAR-Systemen — Companion Form

* Transformation eines VAR(p)-Systems in Companion Form, d.h. VAR(1) Form
Yo = AYu ALY, &
Yia = Yia
Yoal e O (Y] (O
H_J
F-Matrix

VAR(p) System ist stabil, wenn alle Eigenwerte A, der Matrix F im Betrag kleiner als 1
sind

- A=

;“2 0 Al Az . _ﬂ*_Ai _Az_ 2 _ _
B S i T SR
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Vektorautoregressive Prozesse

Stabilitat von VAR-Systemen — Companion Form

» Beispiel: VAR(2) System in Companion Form

1 1 2 2

Yis @ @ Vi N Q1 A Vit N &t
N 1 2 2

y2,t aZ,l a2,2 y2,t-1 a2,1 a2,2 y2,t-2 gZ,t

Yi a, o, o a,)|Yn &1y
y, = Yar _ 0‘;,1 a;,z azz,l azz,z . Yara H €
Yiia 1 0 0 0 Yiio 0
Y1 0 1 0 0 Yoio 0
N J
Y
F-Matrix
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Vektorautoregressive Prozesse

Moving Average Darstellung eines VAR-Prozesses

12

Annahme: die Stabilitatsbedingung ist erfullt
FUr das bivariate VAR(2)-Modell konnen folgende Beziehungen aufgestellt werden:

AL)y,=¢ < VY =A'(L)g

| Y | [ Cue Yie | ) a2\ G
(I-AIL-AZL )[)’2,t]_£52,tj = (yZ,t}_(l AL AZL) (52;)

Die Beziehung kann im allgemeinen Fall eines VAR(p)-Modells geschrieben werden als:

y,=B(L)g,  mit B(L)=A"(L)= B,+BL+B,L*+..
Yo =Bo& + B +Bog, +.
esgilt: B(L)A(L)=I

Auch der VAR(p)-Prozess kann als unendlicher vektorieller MA-Prozess geschrieben

werden = ﬁ
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Vektorautoregressive Prozesse

Moving Average Darstellung des bivariaten VAR(2)-Prozess

« Berechnung der einzelnen B, Matrizen Uber folgende Gleichung:

B =AB,+AB,+.+AB, firi=12,...

mit B,=1 und B;=0,, firj<0

B =AB, =Al,=A

82:A&81+AQBOZ'A&2+A2|2:A&2+A2

B,=AB,+AB =A"+AA +AA =A+2AA  daA, nicht existiert fir VAR(2)

« Der VAR(2)-Prozess kann also auch als unendliche MA-Darstellung aufgeschrieben
werden:

Y, =B(L)& =By +Big, +Bys, +...+ B g,
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Vektorautoregressive Prozesse

Moving Average Darstellung des VAR(p)-Prozesses mit n Variablen und n Konstanten

* Annahme: Stationaritat des VAR(p)-Systems

« Firunseren VAR(p)-Prozess mit Konstanten konnen folgende Beziehungen aufgestellt
werden:

Y, =C+AYu+AY,+.+AY, ,+&  VAR(p)-Darstellung

/

mit ¢ =(c, ¢, -+ c,)

Y, = p+& +Bg, +Byg, +..+Bg |\/|A(oo) - Darstellung

- U stellt hierbei den Mittelwertsvektor (Erwartungswertvektor) dar:

E(yt):/u
. -1
mit g =(1,-A,-A,—..—A,) -c
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Vektorautoregressive Prozesse

« Die Varianzen und Kovarianzen der Variablen, die in diesem VAR-System einbezogen
werden, konnen in einer Varianz-Kovarianzmatrix dargestellt werden

« Allgemeine Berechnung fur einen VAR(p) mit n Variablen und Konstanten:

I'y= E[(yt -u)(yt_,- ﬂ)}

COV( Yier Vit ) COV( Yier Yau ) e COV( Yier Yot )
|
cov(yn,t, yl,t_j) COV<yn,t’ y2,t-j) cov(yn,t, yn,t-j)

furj=0 = TI'; als kontemporare Varianz-Kovarianz Matrix von y,
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Vektorautoregressive Prozesse

Varianz-Kovarianz Matrix flr einen bivariaten VAR(2)-Prozess:

n—=E[(vo-(vt-j)%E{@Z’j'(y“"' yz""')}

[cov(y1t Yot ) COV(yl,t ' Yaori ) ]
I §E

cov(yz,t, yllt_j) COV(Y2,t , y2,t-j)

firj =0 — kontemporare Varianz-Kovarianz-Matrix

L :( var(y;, ) cov (¥, yz't)J

COV( Yaur Vi ) el ( Yar )
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Granger-Kausalitat
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VAR-Modelle ermoglichen Aussagen Uber den dynamischen Zusammenhang zwischen
den Variablen

VAR-Modelle sind jedoch nicht dafur geeignet, um Aussagen uber kausale
Zusammenhange zwischen einzelnen Variablen zu treffen

Grund ist die zeitliche Wechselwirkung zwischen den Variablen

Das Konzept der Granger-Kausalitat testet, ob ein dynamischer Zusammenhang zwischen
Variablen existiert. Dies darf jedoch nicht mit einer Kausalitat im tblichen Sinne
gleichgesetzt werden

Die Granger-Kausalitat setzt an der zeitlichen Folge von Ursache und Wirkung an

Notwendige Bedingung fur eine Ursache/Wirkungs-Kette ist, dass die Ursache der
Wirkung zeitlich vorausgeht

Eine Variable Y; gilt als Granger-kausal flr eine Variable Y, , wenn die Erklarungskraft
eines autoregressiven Ansatzes fiir ¥1 durch die Aufnahme verzégerter Werte von Y2

erhoht werden kann. m
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Granger-Kausalitat

Definition

y, ist Granger-kausal fur y,, falls gilt:

(I) MSE ( 91,t+r\t

Vi Yareo Yao Yarares) < MSE (o Vs Yo

y, ist Granger-kausal fur y,, falls der mittlere quadratische Prognosefehler MSE fur vy,
kleiner wird, wenn der laufende und die vergangenen Werte von y, als zusatzliche
Information berucksichtigt werden.

Gilt in (1) ein Gleichheitszeichen fur alle 7, so ist die Variable y, nicht Granger-kausal fur
Yq-
(Es kann nie eine > Relation auftreten)




ifo Institut fur Wirtschaftsforschung an der Universitat Minchen

Granger-Kausalitat

* Im Var(1)-Modell mit 2 Variablen und ohne Konstante:

Yie =0 Y00 T ,Y50 H Uy
Yo =0 Y10 T XY T Uy

ist y, nicht Granger-kausal fury,, wenn gilt: ¢, =0 —t—Test

« Im Fall eines bivariaten Var(p)-Prozess mit 2 Variablen und ohne Konstante
yllt _ 0!111 0(1112 . y1,t-1 P alpl alpz . yl,t-p N &1t
y2,t agj_ azz y2,t-l agl azpz y2,t-p gZ,t
kann die Null-Hypothese, dass y2 nicht granger-kausal fur y1 ist, formuliert werden als:

H,: a,=0 furallei=1,2,...,p

Anstelle eines einfachen t-Test muss dann ein F-Test eingesetzt werden = ﬁ
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Granger-Kausalitat

20

In einem bivariaten VAR(p)-System ist y, nicht Granger-kausal fur y,, wenn alle A;-
Matrizen untere Dreiecksmatrizen darstellen :

(o i o ey o o)
You 05;1 05;2 Yot Olzpl azpz y2,t—p Eot
Es gilt dann:

_ 1 2 p
Yit =Y T Y T A Y T 6L

Damit hat die Berucksichtigung vergangener Werte von y, keinen Einfluss auf die
Prognose des aktuellen Wertes von y, und kann damit den MSE nicht verkleinern

ifo
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Granger-Kausalitat

MA-Darstellung eines VAR(p)-Systems ohne Konstanten:

* Die B, —Matrizen in der MA-Darstellung eines bivariaten VAR(p)-Systems

y E E, . &

You &t Eot1 Eot2
sind definiert als:

B,=AB,,+A,B,+..+A B

P j-p

« Eslasst sich analog zeigen, dass auch die B, —Matrizen untere Dreiecksmatrizen
sind, wenn y, nicht Granger-kausal ist zu y;:

Lyl,tj: b, (L) 0 {%J
Yai ) \ba(L) byp(L)) (&2

mit b, (L) = b +biL +b2L* +... m
21
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Granger-Kausalitat

Test auf Granger-Kausalitat im allgemeineren Fall eines bivariaten VAR(p)-Modells

1. Schritt: Regression inkl. y, als Regressoren
Yii = Y11 T oY1t FOGY T Blyz,t-l +182y2,t-2 T "',Bpth-p +U,

Berechnung der Fehlerquadratsumme: RSS, =) 0}
t

2. Schritt: Regression exkl. y, als Regressoren
Yit =Yt AYi ottt Y TV

Berechnung der Fehlerquadratsumme: RSS; = thz
t

Nullhypothese: keine Granger-Kausalitat

Ho: fi=f,=..=f,=0 < RSS,=RSS,

22
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Granger-Kausalitat

Test auf Granger-Kausalitat => 2 mogliche Teststatistiken

(1) Test:

(RSSO—Rssl) T—(2p+l)
S, = - ~ F(p, T-(2p+1
1 RSS, 0 (p (2p+ ))

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn S, grof3er ist als der kritische Wert aus der
F- Verteilung mit Freiheitsgraden p und T-2(p+1)

(2) Test

o _(RSS,-RsS,) _

2
2 RSS, X (p)

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn S, gro3er ist als der kritische Wert aus derg ﬁ

xt Verteilung mit p Freiheitsgraden
23
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Granger Kausalitat

Im Fall eines bivariaten VAR-Modells ergeben sich folgende Maoglichkeiten:

Y4 in Gleichung fir y,

Yo in Gleichung fur vy, signifikant nicht signifikant
signifikant y1,t < yz,t yz,t — yl,t
o keine Kausalitat
nicht signifikant Yii = Yo _
zwischeny, ., y,,

24
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Granger-Kausalitat
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Erweiterung des Konzepts der Granger-Kausalitat auf den Fall mit mehr als
zwei Variablen ist problematisch

Beispiel: VAR(2) mit drei Variablen und ohne Konstante:

1 1 1 2 2 2
Yit Xy Oy Oy Yit1 . Oy Oy Yito &1t
_ 1 1 1 2 2 2
Yor |= | Oy CQy O || Yourq |T| Opn Cy Oy |*| Yoro || €24
1 1 1 2 2 2
Yt Ay U3y Q3 Y31 Ay A3y gy Yiio &3t

In diesem System ist die Hypothese
Hy: 0‘112 :05122 =0

keine Nullhypothese eines Tests auf Granger-Kausalitat der Variable vy, , fur
Yit
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Granger-Kausalitat

«  Grund: indirekter Wirkung von y, ; auf y, ;ist moglich:
You = Ya, UNd Yy =Yy,
- Daher Test (F-Test) der Hypothese der Blockexogenitat von y, ; notwendig
o 2 1 2
Hot o, =a, =a; =03, =0
so dass die Variable y, , die Variable y, ; weder direkt noch indirekt beeinflussen kann.

alternativ:

T T
Ho: a, =a, =03, =a;, =0

26
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