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Exkurs: Taylor-Approximation erster Ordnung (1)

Quadratische Funktion und
Taylorapproximationen

21
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e f(X)=XN2 === T(x0=0) =T(x0=2)
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Exkurs: Taylor-Approximation erster Ordnung (2)

Sei f(x) die im Punkt X zu approximierende Funktion.

Verwende die Taylor-Approximation erster Ordnung
of (x) (x B )_()

X=X

F(x) =T (x) =f(X)+
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Exkurs: Taylor-Approximation erster Ordnung (3)

Beispiel: f(x) = x*

T(x) = f(x)+ )

:>?2+2>_<(x—>?):2_x—>?2

Linearisierungspunkte (Beispiele):
Xx=0 = T(Xx)=0
X=2 = T(X)=2*2*x-2°=4x-4
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3. Loglinearisiere das Modell
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3. Loglinearisiere
(a) Ansatz (1)

Das Gleichungssystem ist nichtlinear: einige Gleichungen
sind linear, einige sind multiplikativ, einige sind linear-
multiplikativ

macht selbst numerische Losung schwierig

Annahme: in der Nahe des Steady States ist das Modell
naherungsweise linear in logarithmierten Grol3en

Daher log-lineare Taylor-Approximation an der Stelle des
Steady States

— exakt fur multiplikative (=log-lineare) Systeme

— umso besser, je ,log-linearer” in der Umgebung des Steady State

Bewegungen der Variablen konnen als Prozent-
abweichungen vom Steady State interpretiert werden. -ﬁ
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3. Loglinearisiere
(a) Ansatz (2)

X, = Variable (z.B. Output, Arbeitszeit)
X
Xt

Steady State dieser Variable
In(X,) = Logarithmus dieser Variable

X =In(X) = Logarithmus des Steady Sates
In(X,)=In(X)

X
[

t Xt - X A
Beispiel
Steady State = 100

Bei infinitesimaler Betrachtung: aktueller Wert = 101

dX, Prozentabweichung exakt
din(X;) = (101-100)/100 = 0.01 = 1%
t
hier (wenn X, nahe bei X liegt): log-Differenz

In(101)-In(100) = 0.00995 = 0.995%

ifo

: — X =X
X, =In(X,)-In(X) = t)?
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3. Loglinearisiere
(b) Taylor-Approximation (1)

Sei f(x) die im Punkt x zu log-linearisierende Funktion und
sei X =Inx —InX die Prozentabweichung vom Steady State.

Verwende die Taylor-Approximation
olnf(x)

Inf(x) = Inf(X)+ INX —InX) =
) ©9 olnx X:i( )
:|nf(§)+5|”f(x) OX 2 f()?)+@f(x)/ax R
ox olnx|,_; f(x) .
~Inf(x) + - g

f(X)
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3. Loglinearisiere
(b) Taylor-Approximation (2)

10

Ergebnis der log-linearen Taylor-Approximation

Inf(x) —Inf(X)

[

f(X)
f(X)

X

U

(Inx -InX)

o

J/

—_ ~

X—X=X

/

N\

Prozentabweichung
des Funktionswertes
vom Ruhezustand
(Steady State)

Steigungskoeffizient,
hangt ab vom Steady
State und von den
Modellparametern

Prozentabweichung des
Arguments, d.h. einer
Modellvariablen, vom
Ruhezustand (Steady State)

ifo
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3. Loglinearisiere
(c) Beispiel

11

£Y(X)

Inf(X)—Inf(X) = X X

f(Xx)=a+bx

o Inf(x) = Inf(X) » —%

f(x)=ax"

= Inf(x) = Inf(X) ~

X
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3. Loglinearisiere
(d) Mehrere Variablen

Inf(x,,....x. )~ Inf(X,,...,X,)
f (X0 X)) fe, (Xpeo X)) _
X X, +ooo ————X_X_
f(x X ) f(X,..., X))
n £ (X, X)L
~ Inf (X >—<n)+zxi(_1 — )xixi
= T(X,..., X))
Beispiel: f(A,r)=A(r +1-9)
NfLN-Inf(I ) s 220 iy 2 5y
2(r +1-5) 2(r +1-6)
zﬂ,:+_ r f\
r+1-o0

12
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen

13

(1) Produktionsfunktion: Y, = K¢ ( AL[)l‘“

(2) Kapitalnachfrage: R =aY, /K,

(3) Arbeitsnachfrage: W, =(1-a)Y, /L

(4) Konsumnachfrage: C'=24

(5) Arbeitsangebot: b(1-L)" =AW,

(6) Eulergleichung: A =€"E| A, (R,+1-6)]

(7) Budgetrestriktion: WL +(R +1-6)K, =C +T, +K,,
(8) Kapitalfortschreibung: K, , =K, +1, —0K,

(9) Staat: T, =G,

(10) Marktraumung: Y, =C, +1, +G,

(11) Staatsnachfrageschock: G, =e®, g, =(1- 5 )T+ P01+ &6,
(12) Technologieschock: A =e*, a =(1-p,)a+pr8 4 +&n,

ifo
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (2)

(1) Produktionsfunktion
Yt — Kta Atl—a L[—a

direkter Ansatz:
1. Logarithmieren: InY, = aInK, +(1-«a)InA +(1-a)InL,
o — —— —— ——

Yi kt & |t
2. Steady State:  InY =alnK +(1-a)InA+(1-a)InL
R K3 Bl
3. Differenz 1-2:  InY, —InY = a(InK, —InK)+(1-a)(InA ~InA)+(1-a)(InL, —InL)
%ﬁf’\—/ . ~ J . ~ J . ~- J
VY=Y ok a-3-4 1=k

y, = alzt +(1-a)a, +(1- oc)IAt
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (3)

(2) Kapitalnachfrage:
R=aY,/K, = InR=Ina+InY,-InK,
:>(InRt—InF?):(InYt—InV)—(InKt—lnIZ) = f=9-

o

o~

(3) Arbeitsnachfrage:
W, =(1-a)Y, /L = InW,=In(l-a)+InY,-In, = W, =9y, -

(4) Konsumnachfrage:

N\

C'=4 = -InC.=lni, = -¢=A4

15



ifo Institut fur Wirtschaftsforschung an der Universitat Minchen

3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (4)

(5) Arbeitsangebot:  b(1-L,)" = AW,
(a) linke Seite: f(L,)= b( L)

= Inf(L)=Inf (D)~

(b) rechte Seite: f (4,W,) =AW,
= Inf(4L,W)-f(I,W)=21+W,

Arbeitsangebot log-linearisiert:

|_AA
At

16
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (5)

17

(7) Budgetrestriktion: WL +(R +1-6)K, =C +T, + K,

Man kann zeigen (z.B. durch Einsetzen), dass die Budgetrestriktion (7) einer

Linearkombination der Gleichungen (2), (3), (8), (9) und (10) entspricht. Sie
enthalt daher keine zusatzliche Information zur Losung des Gleichungssystems

und kann im weiteren Verlauf unbertcksichtigt bleiben.

Auf der folgenden Folie ist die Linearisierung der Budgetrestriktion zur
Vollstandigkeit dennoch angegeben.
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (6)
(7) Budgetrestriktion: WL +(R +1-6)K, =C, +T, + K,

(a) linke Seite: f(W,,L,R,K) =W, +(R +1-6)K,

= f,W,L,R,K)=L, f W,L,RK)=W, f W,LRK)=K,

f,W,L,R,K)=R+1-5

o NL N KR R+1-0)K -
T LR K< W ER R~ g WL, KR (Re-OK
f(W,L,R,K) f(W,L,R,K) f(W,L,R,K) f(W,L,R,K)
(b) rechte Seite: h(C,,T,,K,,)=C,+T, +K,,,
h.(C,T,K)=1 h(C,T,K)=1 h.(C,T,K)=1
~ = = cC . T . K -~
= Inh(C,,T,,K,,;)-Inh(C,T ,K)r ———=—=C+ ===t + —===K.
( tr 't tl) ( ) h(C,T,K) 1 h(C,T,K)t h(C,T,K) t+1
log-linearisierte Gleichung:
O\ - WL - KR .. §+1_5)K|2 C 6y T o, K o
fW,L,R,K) " f(\NLRK) f V.L,R,K) ' fW,L,R,K) "' hCT,K)"' hCT,K)" hC,T,K) ™
Beachte, dass linke=rechte Seite: f (W, L, R, K) =h(C, T, K). Multiplikation mit f (W, L, R, K) bzw. h(C,T, K) ergibt:

LW, + LWI, + KRY, +(R +1-8) Kk, =C¢ +Tf, + K
18
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (7)

(8) Kapitalfortschreibung: K., =1, +(1-9)K,

t+1

(a) linke Seite: f (K,,,)=K,,, = f (K)=1

~

k

= In f(Kt+1)_|n f(lZ) ~ f(K) t+1

(b) rechte Seite: h(l,,K)=1, +1-8)K, = h (T,K)=1 h.(T,K)=1-5

— Inh(l,,K,)~Inh(T,K) ~——i + L=9K ¢

log-linearisierte Gleichung (beachte: f (K) = h(I , K)):

K -~ - (@-9K,
- Va t+1
f(K) h(T, K) "h(T, K)
= Kk, =11 +(1-05)Kk,
19

x f(K) bzw. h(I,K)
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (8)

(9) Staat: T, =G, = t =0,

(10) Marktraumung: Y, =C, + |, + G,
=Y =C¢ +11+G§,

20
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (9)

21

(11) Staatsnachfrageschock: G, =e%, g, =(1-,5)T+ £s0.; + &6,
§,=InG,-InG=Ine* ~Ine =g, -7
0, :(1_pG)q+pth—1+gG,t = 0 _g:pc; (gt—l_g)+ge,t

= 0, =001t 6

(12) Technologieschock: A =e*, a, =(1-p,)a+ psa, +&a,

= & = Ppd T Epy

ifo
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (10)

Problem bei Erwartungswerten: InE, [x,,,|#E, [Inx,,,]

Annahme: x,, ~INN(x,6°) = Inx,,, ~ N(x,6°)
=InE,[x,,]=Ine*"*" = 4 +0.55
= E,[Inx,,,]=u

= InE, [x,.;]-E,[Inx.,]=0.50"

Hier: Varianzen sind zeitinvariant, fallen also weg,
wenn Abweichungen vom Steady State berechnet werden.

Also: Log-linearisierung "im Erwartungswert" zulassig. i.‘.'o
22
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (11)

(6) Eulergleichung: 4 =E,|e 74, (R, +1-75)]

(a) linke Seite: f(1)=A = f(1)=1 = Inf(A)-Inf(T)x2 i-tii

£(1) " A
(b) rechte Seite: h(ﬂt+1,I‘~2t+1):e—p/1t+1(Rt+1 +1- 5)
=h, (4, R)=e*(R+1-5), hy(2,R)=e"1
_ _p(l:\_)-l‘l—é‘)/?_u ~ e_pﬂ_F\_)
=Inh(4 _,,R .)-Inh(1,R) = — .
(2‘[+1 t+1) ( ) h(ﬂ,,R) 2’1+1 h(ﬂ,,R) t+1
7 §+1—5 A ~ e_pﬂ_ﬁ " ~ R ~
p(_ — ) ﬂ1+l+ Pl ey r.t+l:2“t+l+_—rt+l
e?A(R+1-5) e ?A(R+1-5) R+1-6
log-linearisierte Gleichung: 4 =E,| 1, + _R r.,|=E|4, +%Et[r}ﬂ]
R+1-0 R+1-0

23
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (12)

24

(1) Produktionsfunktion:  §, = ak, +(1—-a)a, + (1—a)l,

(2) Kapitalnachfrage: =y, —k

(3) Arbeitsnachfrage: fo=9, -1,

(4) Konsumnachfrage: —C = /i

(5) Arbeitsangebot: (L/a- E))IAt A 4W,

(6) Eulergleichung: A|=E, [ZAT+1:]+§+L1_§ E.[fi.]

(7) Budgetrestriktion: kann vernachlassigt werden

(8) Kapitalfortschreibung: Kk, =11, +(1—5)KK,

(9) Staat: f=G, || el s een, |
(10) Marktraumung: Yy, =CC +11i +Gg,

(11) Staatsnachfrageschock: g, = p; 0,4 + &5,
(12) Technologieschock: & = p,8,; +¢&,,

ifo
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (13)

25

M) §, = ak, +(1- )4, + 1-a),

(2) ﬁ = yt _kt
(3) Wt = yt _It
(5) (L/A-D))l, =€, +W,

R R R R
(6) — G :_Et [Ct+1]+ R+l—o Et[rt+1]
(8) Ky =T 1-0)Kk,
(10) Yy, =CC +1i,+Gg, = li|=Y Yy, —CC,

(11) 9, = P50y + Eat
(12) é‘t = pAé‘t—l T &y
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3. Loglinearisiere
(e) Modellgleichungen (14)

26

D ¥, =ak +(1-a)a, +(1-a)l,
() F =9, -k

(3) W, = §,

(5) (C/@-D))l, =€ +W

(6) —¢ =-E, [6t+1]+ §+?_5 E, [ft+1]
8) Kk, =Yy, —C& —Gg, + (1-5)KKk,
(11) g, = Pe 04 + &,

(12) &, = ppd 4 +&p,
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